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ТЕЖИНСКАПРОЈЕКТИВНА РАВАН РЕДА 16 И ТОТАЛНО 

СИМЕТРИЧНА (2, 16 – 1)-МУЛТИКВАЗИГРУПА 

 
Апстракт: У раду се уводи  појам тежишне пројективне равни која је уопштење 
обичне пројективне равни и доказује се да група Фробениуса реда 34 делује на 
пројективну раван Р реда шеснаест као група колинеације. Користећи ово деловање 
раван Р се може конструисати. Тежишна пројективна раван P’ реда 16 је 
еквивалентна тотално симетричној (2, 16 – 1)-мултиквазигрупи. 

 

Кључне речи: пројективна раван, група, колинеација, орбита. 

 
 

УВОД 
  

Структура инциденције је тројка D = (V, B, I), где су V и B дисјунктни 
скупови и I ⊆   V × B. Елементи скупа V зову се тачке, елементи скупа B 
зову се блокови. Ако је A тачка скупа V онда скуп свих блокова који су 
инцидентни са тачком A означава се са (A). Тако је 

 

(A) = {b: b ∈  B, A I b}. 
 

Даље, за A1, A2, …, An, скуп свих блокова инцидентних са свим тачкама 
A1, A2, …, An означава се са  (A1, A2, …, An). Тако је 
 

(A1, A2, …, An) = {b: b ∈ B, Ai I b for all i ∈ Nn}, 
 

где је N скуп свих позитивних целих бројева, Nn = {1, 2, …, n}. Дуално, за b, 
b1, b2, …, bn∈  B, 

(b) = {A: A ∈  V, A I b}, 
 

(b1, b2, …, bn) = {A: A ∈ V, A I b for all i ∈ Nn}. 
 

Ми ћемо разматрати структуре инциденције у којима су различити 
блокови инцидентни са различитим скуповима тачака. Сваки блок b се 
идентификује са скупом тачака (b)  а релација инциденције идентификује се 
са обичном релацијом ∈. 
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НЕКЕ ДЕФИНИЦИЈЕ И РЕЗУЛТАТИ 

 

Дефиниција 1. Структура инциденције P = (V, B, I) зове се 
пројективна раван ако и само ако испуњава следеће аксиоме: 

(P. 1) Било које две различите тачке спојене су са тачно једном правом. 
(P. 2) Било које две различите праве секу се тачно у једној тачки. 
(P. 3) Постоји четвороугао, тј. 4 тачке од којих било које три нису на 

заједничкој правој.  
 

Следећа теорема је доказана у [1]. 
 

Tеорема 1. Нека је P = (V, B, I) коначна пројективна раван. Постоји 
природни број n, зове се ред равни  P, који испуњава: 
  

a)  (A) = (g) = n +1           за све A ∈ V и g ∈ B; 
b)  V  =  B = n2 + n + 1. 

 

Коначна пројективна раван реда n означава се са S(2, n + 1, n2 + n +1). 
 

Следећа дефиниција уопштава појам коначне пројективне равни реда n. 
 

Дефиниција 2. Коначна структура инциденције P = (V, B, I) зове се 
тежинска пројективна раван са параметрима n2 + n + 1, n +1, 1 ∈ N, ако за 
било које b∈B постоји пресликавање f b : (b) → N које испуњава следеће 
аксиоме: 

(WD. 1)   V  = n2  + n + 1; 
(WD. 2)   (A, B) =  1, за било које две различите тачке A, B∈V; 
(WD. 3)   kb = n + 1, за било који блок b∈B, где: 

a) слика fb(A) се означава са tAb, и зове се тежина тачке A на блоку b, 
b) За тачку A∈V, тежина је tA = ΣA∈bi tAbi, и 
c) За b∈B, број  kb = ΣAi∈b tAib се зове дужина блока b. 

 

Дефиниција 3. Тежинска пројективна раван S’ = (V’, B, ∈) је 
проширење тежинске пројективне равни S = (V, B, ∈), ако V ⊆ V’ и за свако 
b ∈ B постоји b’ ∈ B’ тако да је (b) ⊆ (b’), и за свако A ∈ (b), tAb’

 = tAb   
 

Дефиниција 4. Проширење тежинске пројективне равни са 
параметрима n2 + n + 1, n + 1, 1 дефинисано са 

a) V’ = V; 
b) B’ = B ∪ B” где је B” = {{An+1}: A ∈ V}, и 
c) За свако  A ∈ V, tA = r + n + 1, где је r број блокова у  B који садрже 

A, 
Зове се комплетна тежинска пројективна раван са параметрима n2 + n + 1, 
n + 1, 1, и означава са S’(2, n + 1, n2 + n + 1). 
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Сада ми упоређујемо комплетну тежинску пројективну раван S’(2, n + 
1, n2 + n + 1) са појмом тотално симетричне (2, n – 1)-мултиквазигрупе. 
 

Дефиниција 5. Нека је Q непразан скуп, n и m позитивни цели, и 
 

f : (x1, x2, …, xn) → f(x1, x2, …, xn) 
 

пресликавање из Qn у Qm. Тада се структура Q(f) зове (n, m)-групоид. 
Један (n, m)-групоид Q(f) зове се  (n, m)-мултиквазигрупа ако и само 

ако су испуњена следећа тврђења: 
(A). за сваки “вектор” (a1, a2, …, an) ∈ Qn и сваку инјекцију ϕ из Nn = {1, 

2, …, n} у Nn+m постоји јединствен “вектор” (b1, b2, …, bn+m)  Qn+m тако да је 
bϕ(1) = a1, …, bϕ(n) = an и  

 

f(b1, b2, …, bn) = (bn+1, bn+2, …, bn+m). 
 

У раду [3] једна (n, m)-мултикгвазигрупа се интерпретира као  (n, m)-
мултиквазигрупна релација 

 

Дефиниција 6. Једна (n + m)-арна релација ρ ⊆ Qn+m зове се (n, m)-
мултиквазигрупна релација ако и само ако је испуњено следеће тврђење: 

(A). За сваки “вектор” (a1, a2, …, an) ∈ Qn и сваку инјекцију ϕ из Nn = {1, 
2, …, n} у Nn+m постоји јединствен “вектор” (b1, b2, …, bn+m) ∈ Qn+m такав да 
је bϕ(1) = a1, …, bϕ(n) = an и  

(b1, b2, …, bn+m) ∈ρ. 
 

Следећа теорема је доказана у [3]. 
 

Tеорема 2. Један (n, m)- групоид (Q, f) је (n, m)-мултиквазигрупа ако и 
само ако  је (n + m)-арна релација ρ ⊆ Qn+m дефинисана са 
 

(x1, x2, …, xn+1)∈ρ ⇔ f(x1, x2, …, xn) = (xn+1, xn+2, …, xn+m) 
 

 (n, m)-мултиквазигрупна релација. 
 

Дефиниција 7. Једна (n, m)-мултиквазигрупа зове се тотално 
симетрична, ако и само ако је    
 

f(x1, x2, …, xn) = (xn+1, xn+2, …, xn+m) ⇔ f(y1, y2, …, yn) = (yn+1, yn+2, …, yn+m). 
 

за било који „вектор“ (x1, x2, …, xn+m) ∈ Qn+m и било коју пермутацију (y1, y2, 
…, yn+m) од (x1, x2, …, xm). Одговарајућа (n + m)-арна релација ρ ⊆ Qn+m у 
овом случају зове се тотално симетрична. 
 

Следећа теорема је доказана у [7]. 
Tеорема 3. Свака комплетно тежинска пројективна раван S’(2, n + 1, n2 

+ n + 1) дефинише тотално симетричну (2, n – 1)-мултиквазигрупну релацију 
ρ ⊆ Vn+1, где 
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(A1, A2, …, An+1) ∈ ρ ⇔ {A1, A2, …, An+1} ∈ B. 
 

Обратно, свака тотално симетрична (2, n – 1)-мултиквазигрупна 
релација ρ ⊆ Vn+1 која задовољава услов (A, A, …, A) = (An+1) ∈ ρ за било 
које A ∈ V, дефинише комплетну тежинску пројективну раван S’(2, k, n2 + n 
+ 1), где 

 

{A1, A2, …, An+1} ∈ B ⇔ (A1, A2, …, An+1) ∈ ρ. 
 

КОНСТРУКЦИЈА ПРОЈЕКТИВНЕ РАВНИ РЕДА ШЕСНАЕСТ 
 

Теорема 2. Група Фробениуса G реда 34 делује на пројективну раван P 
реда шеснаест као група колинеација. Користећи ово деловање раван P се 
може конструисати. 
  

Доказ. Нека је 
 

G = 1217 ,1/, −=== ρραραρ α  
 

Група Фробениуса реда 34 која делује на пројективну раван P реда 16 као 
група колинеација. Раван P има 162 + 16 + 1 = 273 тачке и исто толико праве. 
Из 273 = 17 ⋅ 16 + 1 и из тврђења да колинеација 〉〈ρ  делује семирегуларно 

на нефиксним тачкама следи да 〉〈ρ  има 16 орбита тачака дужине 17 и једну 
орбиту дужине 1. Можемо узети да је  

 
ρ  = (∞ )(10, 11, 12, 

. . . 116 )(20, 21, 22, 
. . . 216 )(30, 31, 32, 

. . . 316) 
. . .  (160, 161, 162, 

. . .  1616) 
 

Где су 10, 11, 12, 
.  .  . 116, 20, 21, 22, 

. . .  216, 30, 31, 32, 
. . . 316, 

. . . 160, 161, 162, 
. . . 1616 

све тачке равни  P. 
 

Из теореме о орбитама следи да  〉〈ρ  има исту структуру орбита 
правих. Можемо узети да је 
 

( )( )( )
( ) ( )16

16

2

161616

16

3

2

333

16

2

2

222

16

1

2

111

,,,,,,,,

,,,,,,,,

ρρρρρρ

ρρρρρρρ

lLlllLlLlll

lLllllLllll ∞=
 

 

Где су 

16

16

2

161616

16

3

2

333

16

2

2

222

16

1

2

111

,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,

ρρρ

ρρρρρρρρρ

lLlll

LlLllllLllllLllll ∞
 

све праве равни P. 
Нека је ∞l  јединствена фиксна права колинеације 〉〈ρ . Можемо узети 

да је 
 



199 

 

 

∞l  = {10, 11, 12, 
. . . , 116}. 

 

Нека је 1l  права која пролази кроз ∞ . Очигледно је да  1l  садржи по 

једну тачку из сваке орбите тачака. Без губитка општости можемо узети да је 
 

1l  = {∞ ,10, 20, 
. . .  , 160}. 

 

Осталих шеснаест правих орбите правих којој припада права 1l  добијају се 

деловањем колинеација 1632 ,,,, ρρρρ L  на праву 1l . Праве  1l  и ∞l  

пролазе кроз 10. Осталих петнаест права 1632 ,,, lLll  које пролазе кроз 10 

леже у петнаест  преосталих различитих  〉〈ρ - орбита правих равни P. Ако се 
конструишу ове праве онда преостале све праве равни P се добијају 

деловањем колинеација 1632 ,,,, ρρρρ L  на праве 1632 ,,, lLll .  Из услова 
 

11 =∩ k

i ρll , i = 2, 3, . . . , 16,  k = 0, 1, 2, 3, . . . , 16 
 

следи да је 
 

=il {10, 1’1, 2’2, 3’3, 
. . . , 16’16}  

 

где су 1’, 2’, 3’, 4’, ..., 16’   (необавезно различити) бројеви скупа {2, 3, . . . , 
16}. 

Сада испитујемо деловање колинеације α  на скуп тачака и скуп правих 
равни P. Како је ред инволуције α  паран следи да је инволуција α  елација. 

Из 1−= ρρ α  следи да је 10 центар и права 1l  оса инволуције α . Отуда, 

инволуција α  фиксира 17 правих 16321 ,,,,, lLllll∞  и 17 тачака ∞ , 10, 20, 

30, 
. . . , 160. Из 273 = 2 ⋅ 128 + 17 следи да α  има 17 орбита тачака дужине 1 

(17 фиксних тачака) и 128 орбите тачака дужине 2. Ако орбитарну структуру 
колинеацијеα  запишемо у скраћеном облику (записујући само индексе 0, 1, 
2, 3, . . . , 16) можемо узети да је 
 

α  = (0)(1, 16)(2, 15)(3, 14)(4, 13)(5, 12)(6, 11)(7, 10)(8, 9) 
 

где (1, 16) означава даје 1α  = 16 из исте орбите тачака, (2, 15) означава да је 
2α  = 15 из исте орбите тачака, (3, 14) означава да је 3α  = 14 из исте орбите 
тачака, ... (8, 9) означава да је 8α  = 9 из исте орбите тачака. Из тврђења 
 

,ii ll =α   i = 2, 3, . . . , 16 
 

следи да су праве ,il   i = 2, 3, . . . , 16 типа 
 

{ }981071161251341431521610 ,,,,,,,,,,,,,,,,1 hhggffeeddccbbaai =l  
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где су hgfedcba ,,,,,,,  према паровима различити бројеви скупа {2, 3, . . . , 
16}. Можемо узети да је  

=2l {10, 21, 216, 32, 315, 43, 414, 54, 513, 65, 612, 76, 711, 98, 99 }. 
 

Сада се конструишу праве ,il   i = 3, 4, . . . , 16 које су типа 
 

{ }981071161251341431521610 ,,,,,,,,,,,,,,,,1 hhggffeeddccbbaai =l  
 

Из тврђења 
 

12 =∩ k

i ρll ,  i = 3, 4, . . . , 16,  k = 0, 1, 2, . . . , 16 
 

следи да су само четири из бројева hgfedcba ,,,,,,,  из скупа {2, 3, 4, 5,6, 7, 

8, 9} а остала четири су из скупа {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 }. Из тврђења 
 

1=∩ k

j

s

i ρρ ll ,  i ≠ j, i, j = 3, 4, . . . , 16,  k, s = 0, 1, 2, . . . , 16 
 

следи да праве il  и jl , i ≠ j,  имају тачно четири пара заједничка броја 

hgfedcba ,,,,,,, . Користећи ово тврђење за праве il , i = 3, 4, . . . , 16 добија 

се следеће јединствено решење за ове праве: 
 

=3l {10, 31, 316, 42, 415, 73, 714, 84, 813, 115, 1112, 126, 1211, 147, 1410, 158, 159 } 

=4l {10, 41, 416, 52, 515, 83, 814, 94, 913, 125, 1212, 136, 1311, 148, 149, 167, 1610 } 

=5l {10, 33, 314, 51, 516, 74, 713, 92, 915, 117, 1110, 138, 139, 156, 1511, 165, 1612 } 

=6l {10, 24, 213, 53, 514, 72, 715, 81, 816, 108, 109, 137, 1310, 146, 1411, 155, 1512 } 

=
7

l {10, 25, 212, 36, 311, 88, 89, 97, 910, 101, 1016, 112, 1115, 143, 1414, 164, 1613 } 

=8l {10, 23, 214, 45, 412, 71, 716, 96, 911, 102, 1015, 124, 1213, 157, 1510, 168, 169 } 
. 
. 
. 

=16l {10, 26, 211, 37, 310, 45, 412, 58, 59, 103, 1014, 111, 1116, 122, 1215, 134, 1313 } 

 
Теорема је доказана. 
 
Нека је P = (V, B, ∈) пројективна раван реда 16 конструисана у 

горњој теореми. Тежинска пројективна раван P’ = (V’, B’, ∈), где је V = V’, 
B’ = B ∪B’’  B’’= {{A17}: A ∈V} је комплетна тежинска пројективна раван 
реда 16. Релација ⊆τ V16+1 дефинисана са  

 

(A1, A2, A3, 
. . . , A16, A16+1) ⇔∈τ  {A1, A2, A3, 

. . . , A16, A16+1} ∈B or  
A1 = A2 = A3 

. . . = A16 = A16+1, 
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Је тотално симетрична (2, 16 – 1) – мултиквазигрупна релација која 
задовољава услов (A, A, . . . , A) = (A16+1)∈τ  for all A∈V. Број тачака је  |V| 
= 162 + 16 + 1 = 273, број блокова је  |B’| = 162 + 16 + 1 + 273 = 546 и  tA = 17 + 
17 = 34. 

 
ЗАКЉУЧАК 

 

Овај рад презентује резултат добијен деловањем групе колинеација на 
скуп тачака и скуп правих равни P за коју унапред знамо да постоји. Слично, 
може се испитивати деловање групе колинеација на скуп тачака и скуп 
правих равни P  чије је питање егзистенције отворено. 
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WEIGHTED PROJECTIVE PLANE OF 16th ORDER AND TOTALLY 

SYMETRICAL (2,16-1)-MULTIQUASI GROUP 
 

Summary: The paper introduces the notion of weighted projective plane which is 
generalization of a common projective plane and it is proved that the group Frobenius of 
order 34 effects projective plane R of order 16 as a group of colineation.By using these 
effects plane R can be constructed . a weighted projective plane R` order 16 is equivalent to 
totally symetrical (2-16-1)-multiquasigroup. 
 

Key words:Projective plane, group, co lineation, orbit. 
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