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JEJTHA KOHCTPYKIIMJA
MOJbA PAIIMOHAJTHUX BPOJEBA

ANCTpPaKT. ¥V paody ce, nonazehu 00 umwmeepannoz domena yeaux Opojesa
KoHCtpyuwie nome payuonannux opojeea Kao nosve paziomaxka 00MeHa yeiux opojesa.
Hokasyje ce 0a je KOHCMPYUCAHO NO/be PA3IOMAKA HAjMare Nobe Koje caopicu
uHmezpaiHu 0omeH yeaux opojesa. 0saj 0omen ce U30OMOpPGHO nomana y ceoje nosve
pa3lomMaka mako 0a ce ca ancmpakmue mauke 2neOuma ceaku yeo Opoj
uOeHmupuKyje ca pasioMKoM Yuju je UMeHUIay jeoaH.

Kibyune peum:. Opoj, CKym, MpeciiHKaBame, HWHjEKIHja, XoMoMopdmuzam,
nu30Mop(hHO NoTamNambe, HHTETPATHU JJOMEH, M0JbE.

1. MTHTEI'PAJIHUA JIOMEH LIEJIMX BPOJEBA

Amutusan rpynoun (N ,+) ckyma mpupoaHux OpojeBa je KOMyTaTHBHA
MOJTYTpyIIa aiu 0e3 HeyTpaiaHoT eneMeHTa. J[a Ou Ta moxyrpyma onuia ca HeyTpaTHIM
emementoM ckyn N ce mpommpyje Tako mro My moxajemo Hyay (0) kxoja mma
cnenehy ocoOuHy: A

X+0=0+x=x,("xI N).

Maxne, O je Heyrpanuu enemeHT 3a cabupame y ckymy No=NE{0}.

Crpykrypa ( N o,+) je koMyTaTHBHa HOJyrpyna ca HeyTpatHuMm ejiementom 0. Y

OBOj TOJYTPYIIH HeMa CBaku Opoj cympoTHH. J[a OMCMO OBO TIOCTHUIJIM CBaKOM
npupoHOM Gpojy N1 N mpuapyxyjemo memy cynporas - ca ocobuHOM
n+(-n)=(-n)+n=0.
Tako ce moOuja ckyn Z cBUX Henux OpojeBa KOJU CaapKd CBE MPHUPOTHE
Opojese (MO3UTUBHE IIeiIe), HYIy ¥ CBE HETATHBHE Iieiie Opojese.
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Z=NE{O}E (- N), N ={1,2,300¢n,n+ 12,
- N ={- n|nl N}={- 1-2,-3%0%-n-(n+1)x}.

Y ckyny Z ce neduHHINY omnepaidje cabupame U MHOKEHE IeTnX OpojeBa
TaKo J]a Cy OHE carJlaCHe ca MCTHM omepauujama jaeuHucanuM y ckymy N cBuX
npupoaHuX Gpojesa. OBo 3HauM na ako nenu 6pojen M,n1 N onna 36up N+m u
mpou3Bo N>M ce aeduuumnry ucro kao y ckymy N .

1.1. Teopema. Crpykrypa (Z,+) Tj. ckyn Z cBHX Lenux OpojeBa ca
omeparujama cabupame (+) 1 MHOXEHe ( - ) je aCOLMjaTUBHH U KOMYTaTHBHU MPCTEH
ca jeqUHUIIOM Oe3 JenuTesba Hyle (Tj. HHTerPaIHH JIOMEH).

1.2. le¢pmunuuja. Crpykrypa (Z,+,) 30Be ce HHTETPAJTHH JOMEH IeJIHX

Opojesa.
2. TIOJbE PAIIMOHAJIHUX BPOJEBA

Hajemo neduHMLIM]Y KOJMYHHMKA JBa Lena Opoja U oljamimeme Aa 3a Ouio
Koja 1Ba 1ena 0poja lUXOB KOJIMYHUK HE MOpa MOCTOjaTH.

2.1. lepmaunuja. Komrunuk nsa uena 6poja a,bl Z (axo moctoju) je neo
6poj c1 Z Takas na je

c>b=a.

Ob6jacanMo 1a, Ha TpuMep, KOMMYHUK OpojeBa 5 m 3 nHe moctuju. [IpBo,
KOJIMYHUK HE MOKe OMTH HEraTHUBaH jep je MPOW3BOJ HeraTMBHOT Opoja u Opoja 3
HeraTHBaH Ia He Moxke OuTH 5. Jlasbe, Konmnuuuk He Moxke outn O, 1, 2, u 3 mro ce
MpoBepaBa HEMOCPEAHUM MHOXEHmeM 0BUX OpojeBa ca 3. Ha kpajy, konmnunuk C He
Moxke Outu Behn ox 3 jep ako je ¢>3, onma €*3>3>3, 1j. €>3>9, 1j. HE MOXe
ourtu 5.

Hcto Tako, xomuunuk nenor Opoja al O u 6poja O He mocroju. 3ancra, aKko
koanmuHuK C moctoju onpma je €c*0=a mro HHje Moryhe jep je mo aeduHUIMU
MHOKema y ckynmy Z ¢>0=0 3a caku cl Z. 360r oBe 0cobuHe Kaxe ce 1a
JeJbebe HYJIOM HHUje Moryhe.

Io neduHUIMjE MEOKERA y cKyly Z je ¢>0 =0 3a caku ¢l Z. OBo 3Haun
na je xonmuuuk 0: 0 6usto xoju neo 6poj ¢l Z Tj. Huje jennosnauno oapehen. 360r
oBe ocobnHe kaxe ce aa aesbemwe O ca 0 Huje jemHO3HAYHO OoApelheHo.

AKO KONHMYHHK JBa 1ena Opoja a,bl Z mocroju oHma ce kaxe na je 6poj a
nebuB 0pojem b wnm b je pakropy a.

Ha Ou omepanuja Aejbeme ca OpojeBuMa pasznuuutuM of O Omia moTmImyHO

neduHUCaHA CKYTI Z MPOIIHPYjEMO TaKO IITO MY JOJAJeMO CBE pa3IOMKe P Tae cy
q

pP,g?! O y3ajaMHO IPOCTH 1ieNK OpOjeBH.
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2.2. lepununuja. Panronansu OpojeBU Cy MapOBH y3ajaMHO MPOCTUX LIETHX
OpojeBa p,q, rae je p' O, 3anucaHux y BHIY b (upta 3amemyje 3HaK orepanuje
q

JICIbEIbE).
Axo cy paruoHamHM OpOjeBH AT Kao MapOBU Y3ajaMHO MPOCTHUX IEITHX
OpojeBa OHA jeHAKOCT paIMOHATHUX OpojeBa ce AeQUHHIIE 0BAKO:

p_rU

=— =rs.
q s Pq
Y caydajy =1 omHoc b neduHume neo Opoj P MOPenCTaBIbEH

KOJTMIHHUKOM JieJhema Opoja ( ca 1. Jlakie menu OpojeBU Cy CIIENHjalTHU CITyvajeBH

paroHanHux 6pojeBa. Ao je 1 1u P,q y3ajaMHO IPOCTH OHAA y ckymy Z CBHX
nenux OpojeBa P HHUje HEJbUBO ca (, U OJHOC b paHuje HUje OWo aedUHUCAH.
q

Otyna 0BaKkBU palMOHAIHU OPOjeBH HHUCY IIENH.
CKyIll CBUX paIlMoHAJIHUX OpojeBa o3HadyaBa ce ca Q. M3 mperxomHor
pa3Marpama ClIe/i J1a je o
NI Z1 Q.
Y ckyny Q ce aeduHumry omeparuje cabupame W MHOXKEHE PallMOHATHUX

OpojeBa Tako Jja Cy OHE carjacHe ca UCTHM ollepanujama AepuHucaHuM y cKyny Z
cBUX 1enux OpojeBa. OBo 3HauM Aa ako menu OpojeBu P, Z owma 30up p+q u

HpOU3BOJ P>Q ce AeHUHUIIY UCTO Kao y cKymy Z .
2.3. Teopema. Ctpykrypa (Q,+2) 1j. ckyn Q cBUX panMoHaNIHHX OpojeBa ca

omeparidjama cabupame (+) 1 MHOXKeme ( - ) je moJbe.
2.4. lepunnnuja. Ctpykrypa (Q,+,) 30Be ce mosbe pauoHaJHux 6pojesa.

3. KOHCTPYKIMJA ITOJbA PALIMOHAJIHUX BPOJEBA

[Nonazumo u3 nu3rpahenor unrerpanHor gomena Z . Ha ckymy
s={(a,b):al z,b1 z\{0}
JNePUHHAITUMO pelalujy ~ Ha cienehn HauuH:
(a,b)~(c,d)U ad =hbc.

[IpoBepumo na je ~ penaryja eKBUBANEHIMje Ha cKyny S. OuurienHo aa je ~
pedmekciBHa W cuMeTpudHa pernanuja. llpoBepumo TpamsuTHBHOCT. Heka je
(a,b)~ (C,d)~ (e,f). Taga je ad=bc wu cf =de. OnmaBae ce nobuja
adf =bcf =bde u mame (jep d Huje nemmnan nyne) af =be; oBo u 3HauM
(a,b)~ (e, f). Heka K o3nauaBa ¢akrop — ckyn S/ ~ u Heka je [a,b] Kjaca
eKBHBAJICHIIMjE eJIeMEHTa (a,b)i S, 1j.

[a,b] ={(x,y)1(x,y)T S,(a,b)»(x,y)}.
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VY ckyny K nedunumumo omneparuje + (cabupame) u - (MHOXKEE) Ha criefehn HauuH:
[a,b] +[c,d] = [ad + b, bd]; [a,b]{c,d] =[ac,bd].

Oneparuje cy n00po neduHKCcaHe, Tj. HE 3aBUCE 0] M300pa MpEJCTaBHUKA Y
kmacama (Beh on cammx kmaca). Ilposepumo mpBO jga je cabupame 100po
nedunucano. Heka je [a,b] = [al,bl],[c,d] = [Cl,dl], 1j. Heka je ab,=ab mn
cd, =c,d. Tana je, nakie,

ab,dd, = a,bdd, ,cd,bb, = c,dbb,
U J1ajbe
ab,dd, +cd,bb, =a,bdd, + c,dbb,.
YBaxaBajylin oBe jeJJHAKOCTH Cajia Cce JIaKo IpoBepana Jia je
[a.b]+ [c.d] = [a,.b,] +[c, .d,].
MHuoXeme je mo06po neUHUCAHO. 3aucra, HeKa je
[a,b] = [al,bl],[c,d] = [C1 ,dl] , Tj. HeKa je ab, = a,b u cd, =c,d. Tana je, nakne,
ab,cd; = a,bdc, .
VYBakaBajyhu oBe jeJHAKOCTH caja ce JJaKo IpOBepaBa Ja je
[a.b]+[c.d] =[a, by ] +[e,.d,].

Hame ce mako yrBphyje ma je K mosme. Kiaca [O,b],b 10, je nyna
[C,C],C 10 je jemmnuna y K ; cympoTaH ejleMeEHT 3a [a,b]i K je [— a,b], a 3a
[C,d],c 1 0, UHBEP3HH CJIEMEHT je [d ,C].

[Toxaxxumo ma je K mpommpeme ox Z , TadyHHje Aa ce Z MOoke U30MOp(hHO
MOTONUTHU y NoJbe K. Paju Tora mocMarpaMo MpeciiuKaBame

j 1Z® K, j (@)=[a1].al z.
Kako je (a,l) ~ (al ,1) Ua=a, crmem ga je | wuHjekumja. | je
xoMoMopdu3aM (TiMe 1 MoHOMOpdH3aM) jep 3a mpousBossHe a,b1 Z Baku
i (a+b)=[a+b1]=[a1]+[b1]=] (a)+j (b),
j (ab) =[ab,2] =[a,1]{b,1] =] (a)4 (b).
Jlakne, al Z moske ce uEHTUPHUKOBATH ca KIIacom [a,l]T K.

3.1. Nepunummja. [Tosse K KOHCTpyHCAHO y IPETXOAHOM NPUMEpPY Ha3HBa ce
nome pasznomaxa UHmMezpaaIHoz oomena Z uenux OpojeBa. Ympaso To mojbe K je
nome payuoHnannux opojesa Q .

[IperxomHO ce cana MOXKe HCKa3aTH y OOJIHKY TeOpeMe.
3.2. Teopema. 3a wuHTErpalHu JOMEeH Z 1enux OpojeBa IMOCTOjU TOJbE
panroHanHuX OpojeBa Q Koje ra camapxu.

Jloxaxkumo cana na je mosbe Q pasziomMaka MHTErpajHOr JOMeHa Z IIeHX
OpojeBa HajMame MMoJbe Koje caapku Z y CMHCIY J1a aKo je L mpou3BOJEHO MOJbe Koje

canpxu Z , taga npecek K cBux moamosba of L koja caapxke Z jecre moamosse o L
n30MOp¢HO MoJbYy paznomMaka Q .
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Kako mome K caapxu Z, TO 3a CBakKH a,bl z, MOCTOj! rl RKOjI/I je
pememe jenHaunHe ax =a. Heka jer =ab™'. IlpeanmocraBumo na je ' Takohe
pemerse jennaunue b,y =a,. Taga umamo bab=a,, 1j. a,b=Db,a. Jacno, obpar
Takohe Baxxu, OTHOCHO

— " -1 -1
ab,=abU ab " =ab, .
JeduHuImmMo npecinkaBame

f:z" (z\{o})® K, f(a,b)=ab®.
Ako je (a,b)~(a,,b,) y cmucny mperxoamo pasmarpame exBuBaneHuHje, OHIA je
ab,=baU ab*=ab ", ma je f (a,b) =f (al ,bl). Tako f  unHOgyKYyje

npecnukaBambe [ : Q ® K medunucano ca

f(a,b]) = f(fab])=ab.
Ounrnenno, f je uHjexuuja. Anu f je u xomoMopodu3am. 3aucra 3a [a,b],[c,d]T Q
je
f(a,b])+ f([c.d])=ab* +cd* = add *b* + chb d

W canuno

if((a,b)ﬁc,d))
f ([a,b])xf ([b,d]).

Cinuka f(Q) je moamosbe ox Q w campxu Z, ma Kako je K HajMame M0JbE ca TOM

f([a,b])xf (c,d]) = ab*cd* = ac(bd)* = f (ac,bd)
= ([a,b])xf ([c,d]) = ab *cd * = ac(bd) * = f (ac,bd) =

0COOMHOM, clieu T(Q) ° K.
Jaxune nokasana je cneneha Teopema.

3.1. Teopema. Axo je Z WHTErpaJHU JIOMEH LEIHX OpojeBa, Taja CBaKko MOJbe
K koje cagpxku Z caapu U HajMame MOANoJbe Koje caapxku Z . To moTmosbe je
n3oMop(hHO NoJby pa3nomaka Q mHTEerpamHor qoMena Z uenux Opojesa.

a
Knaca [a,b] 03HayaBa ce Pa3IOMKOM b ,b1 0. Unrerpanuu noMeH Z menux
. a .
OpojeBa ce usomopduo morana y Q mpeciukaBameMm a® 1 Caku 1eo Opoj a
. a . < .
UICHTHHUKYje Ce ca Pa3ITOMKOM 1 Cpaku pammonaigan 6poj X Q je obmmka

x:%,a,bi Z bto.
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4. 3AKJbYYAK

[Nomazehn ox wmHTEerpamHor noMeHa Z 1enux OpojeBa KOHCTPYACHGHOUR
MoJbe paloHaNHUX OpojeBa QQ Kao moske paszioMaka gfoMeHa Z. Ymecto gomeHa Z
MOXE c€ MOCMATpaTH MPOU3BOJbAH JOMEH R ¥ Ha clIMYaH HAYMH Ce KOHCTPYHIIE
noJee paznomaka K mpousBospHOT joMeHa R.
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A CONSTRUCTION OF
THE RATIONAL NUMBERSFIELD

Summary: Having started from the integral domain of integers a field of
rational numbers is constructed as a field of fractions of the integes domain. It is
proved that the constructed field of fractions is the smallest field which contains
integral domain of integers. This domain is isomorph embodied into its field of
fractions, thus from an abstract point of view each integer is identified with fraction
whose demonitor is one.

Key words: number, set, injection, homeomorphism, isomorphism, integral
domain, field.
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